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CLASA a XI-a SOLUTII SI BAREMURI ORIENTATIVE

Problema 1. Pentru un numar real ¢ > 1 dat, consideram sirul
(Tn)n>1 definit prin z; = a si

T+ T2+ + Tpp1 = T122° - Ty,

pentru n > 1.
Aratati ca sirul este convergent si determinati limita sa.
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Solutie. Prin inductie demonstram ca z, > 0 §i 21 - x2---x, > 1 (De
exemplu, folosim ipoteza de inductie P(n) : z1,...,x, > 0,z122 - - - 2y, > 1).

Din inegalitatea mediilor avem

S|=

T1x2 Ty > n(x1x2- - TpH) ",

L v ~ .
de unde x129 - - - x, > nr-1, aceasta atragdnd lim xjx9- -2, = 00
n—oo
.............................................................. 3 puncte

De aici

. . T1X2 " Tp—1
lim z, = lim
n—o0 n—o0 1T Tp—-1 — 1

.................................................................. 2 puncte

Problema 2. Fie matricele A, B € M3(R) cu AB = Os.

a) Demonstrati ca functia f : C — C data de f(z) = det(A%2+B?>+2AB)
este polinomiala de gradul cel mult 2.

b) Demonstrati ca det(A? + B?) > 0.

Solutie.

a) Cum det(AB) = 0 obtinem f(x) = det(A4% + B?) + ax + bx?.

.............................................................. 2 puncte

b) Dar f(i) = det(A? + B% +iBA) = det(A% + B? +i(BA — AB)) =
det(A 4+ iB)det(A —iB). Deducem f(i) = f(—i) de unde a = 0.

.............................................................. 2 puncte

............................................................... 1 punct

Pe de alta parte f(1) = det(A? + B2+ AB + BA) = det(A + B)? > 0,
de unde det(A% + B?) + b > 0. Prin adunarea ultimelor inegalitéti obtinem
det(A? + B%) > 0.
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............................................................. 2 puncte

Problema 3. Fien € N* si A, B € M,(C) cu proprietatea ci AB? =
A—B.

a) Aratati ca matricea I, + B este inversabila,

b) Aratati ca AB = BA.

Solutie. a) Din relatia data avem
AB* -~ AB+B+AB-A+1,=1,

ceea ce se scrie (AB—A+1,)[n+B)=1In...ccccocooiiiiii.. 3 puncte
b) Relatia de inversabilitate se scrie si (I, + B)(AB — A+ I,,) = I,, sau

BAB+ AB — BA = A — B, ceea ce se scrie AB> = BAB+ AB — BA adici

(AB—BA)(B—1,) =0pn (1) cevii 2 puncte
In mod analog se obtine relatia (AB + A+ I,,)(I,, — B) = I,, care atrage

din inversabilitate (I, — B)(AB + A + I,,) = I,, ce devine prin efectuarea

inmultirilor (AB — BA)(B+1,) =0, (2) cooovoiiii 2 puncte
Prin scaderea relatiilor (1) si (2) obtinem AB — BA = O,.

Problema 4. O functie f : R — R are proprietatea JF daca pentru
orice a € R exista un interval (b,a) astfel incat pentru orice z € (b,a) sa
avem f(z) < f(a).

a) Dati un exemplu de functie cu proprietatea F nemonotona pe R.

b) Aratati ca daca f este continua si are proprietatea F, atunci f este
crescatoare.

Solutie. a) Functia definita pe R prin f(z) =0 daca z # 0 i f(0) =1
este In F gi nu este monotona. ... 2 puncte

b) Sa presupunem ca f nu este crescatoare. Fie atunci z; < x9 astfel
incat f(x1) > f(z2). Consideram multimea

M ={x € (z1,22) | f(x) < f(22)}.

Din ipoteza M este nevida si evident marginita. Prin urmare exista a =
I V. 2 puncte
Din continuitate avem f(a) < f(2) «.ovvviiiiiiiiiiiii 1 punct
Daca a € (z1,22) exista b < a, b € (1, x2) astfel ca f(z) < f(a) < f(z2)
pentru orice x € (b, a), ceea ce contrazice alegera lui a. Rezulta a = x1, deci
f(z1) < f(x2), contradictie ..............coiiiiiii 2 puncte



